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Résumé

Dans cet article, on présente une méthode de calcul
des fréquences de vibration et de la fonction
d’amplification d'un profil de sol a stratification hori-
zontale et @ caraciéristiques géotechniques variables
avec la profondeur, a partir d'un essai Cross-Hole réa-
lisé sur site. Les résuliats obtenus sont présentés sous
forme d’abaque pour les fréquences de vibration et sous
forme analytique pour la fonction d'amplification.

Mots clés : dynamique des sols - fréquences de
vibration - propagation d'ondes de

cisaillement - fonction d'amplification -

\ équation de Bessel. /

1 INTRODUCTION

La connaissance des fréquences de vibration et en par-
ticulier la fréquence fondamentale d'un profil de sol est
importante dans une phase d'avant projet et de conception
d'ouvrages A édifier sur le site. Un systeme linéaire est
enticrement défini par sa fonction de transfert qui est une
caractéristique intrinseque du systeme. La donnée de la
fonction de transfert d'un profil de sol permet de prédire le
mouvement sismique en tout point du sol et en particulier
en surface libre a partir d'une excitation générée au niveau
du substratum rocheux. Par conséquent, l'amplification
des caractéristiques du mouvement sismique peut étre esti-
mée. Si on suppose que le profil du sol est a stratification
horizontale, le mouvement sismique résultant d'une excita-
tion au substratum rocheux est seulement dii aux déforma-
tions de cisaillement du sol et par conséquent le profil
peut étre considéré comme une colonne de sol encastrée a
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sa base. En basses amplitudes de I'excitation sismique, le
comportement du sol peut étre considéré comme élastique
linéaire. Cependant, ses caractéristiques géotechniques et
en particulier le module de cisaillement, varient en fonc-
tion de la profondeur 4 partir de la surface libre. Les expé-
riences ont montré que cette variation est en puissance de
la profondeur (Richart, E. E. et al 1970 [1]). Par exemple
(Gazetas, G. 1980 [2]), pour un site uniforme d'argile
molle normalement consolidée, le module de cisaillement
du sol varie linéairement en fonction de la profondeur z,
pour un site uniforme de sols cohérents, il varie en racine
carré de z et pour un site d'argile raide surconsolidée, il est
constant. On peut généraliser cette loi de variation du
module de cisaillement en fonction de la profondeur z sous
la forme :

G(z) =G, 2%,

Pour les autres types de sols, la détermination des para-
metres P et G, peut se faire a partir d'un essai Cross-Hole.

2 Détermination des paramétres de la loi a partir
d'essai Cross-Hole

On suppose donc une loi de variation du module de

cisaillement comme indiqué précédemment. La vitesse de
l'onde de cisaillement peut s'écrire sous la forme :

v
< s p2
[Pty )
v(z) h

o V, désigne la valeur de la vitesse de I'onde de cisaille-
ment 2 la profondeur h (h étant I'épaisseur du profil). Soit
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V' (z) le profil des vitesses des ondes de cisaillement
fournies par l'essai Cross-Hole. Le paramétre p peut &tre
déterminé en minimisant, au sens des moindres carrés,
I'écart entre les valeurs réelles v'(z;) et les valeurs théori-
ques v(z;). On définit cet écart E (p) par :

‘ h
E()=| (Log v(z;) - Log vi(z)f d&z; (D)

Le minimum de E(p) est obtenu sous les deux conditions
suivantes :

dE() _ o YE® 5 @)
dp dp*

La résolution de cette équation (2) donne la valeur
suivante du paramétre p :

h
llLogv‘ +! (Log v'( z ) (Log z - Log h)] dzi
i i

p= ~ 3

Le terme intégral de l'équation (3) peut s'intégrer
numériquement pour déterminer le paramétre p.

3 EQUATION DE MOUVEMENT

Il s'agit donc d'estimer analytiquement les fréquences
de vibration du profil de sol ci-dessous (Figure 1) et de
calculer sa fonction de transfert 2 partir duquel
I'amplification du mouvement sismique peut &tre calculée
en surface libre. La couche du sol a une profondeur h, une
masse volumique p, constante avec la profondeur et un

module de cisaillement G(z), variable avec la profondeur. .

Les principaux résultats présentés dans cette partie sont
extraits de H. Afra et A. Pecker 1992 [3].

fournie par l'essai Cross-Hole et p le paramétre déterminé
par I'équation (3).

L'équation de propagation s'écrit :
p 22X _ 9 160 9%, ®)
atz 0z 0z

z est la variable spatiale verticale, t est la variable temps et
X = x(z,t) est le déplacement horizontal du sol.

La solution générale de I'équation (5) est une série infi-
nie. Si on considere que la couche du sol vibre dans un
mode donné a la fréquence  (rad/s), 1a solution de (5)
s'écrit, en supposant un découplage modal :

x(z,t) = X(z) el ©)

X(z) est la déformée modale du mode de vibration
considéré et i2 = -1, En substituant cette équation dans (5)
et en tenant compte de (4), on obtient I'équation d'équilibre
modale suivante :

2 2,.p
d_’£+P_d_x+ ©"h X=0 (7)
2 oz dz 2z

avec les conditions aux limites suivantes :

+ déplacement relatif nul a l'interface substratum rocheux-
sol : X(z=h)=0
¢ contrainte de cisaillement nulle a la surface libre :

) X | _o

20

¢ La forme modale normalisée A I'unité en surface libre :
X(z=0)=1

4 RESOLUTION DE L'EQUATION
»X surface libre D'EQUILIBRE
P = constante
L'équation d'équilibre (7) est une équation
. différenticlle non linéaire, en posant :
2
o pi= 2 h? , elle peut s'écrire :
vl
| P e rochew ,
dz_x + P .d_x_ + n X=0 ®)
Figure 1 : Profil de sol. d2? z dz  gP

la vitesse de propagation de I'onde de cisaillement est de
la forme :

v(z) = % 2P 4

oll v, désigne la valeur de la vitesse de I'onde de cisaille-
ment a la profondeur h (au niveau du substratum rocheux),
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On recherche la solution de (8) sous la forme :

X=Az"), (A z% ©)

J, désigne une fonction A déterminer, A est une cons-
tante indépendante de z mais pouvant dépendre de © ; o, A
et q sont des constantes & déterminer. Aprés dérivation de
I'expression (9) et remplacement dans I'équation (8), on
obtient I'équation suivante :



J;+ p+204q-1 lj;+[ E+a§a-l) 'IT

q t
. (10)
+ -E‘— et ¥ R
A'q
En identifiant I'équation (10) a la forme générale de
1'équation différenticHe de Bessel
~ s 2
I,,+-1-Jv+[l-v—-]l,,=0 (an
L [2

On obtient alors par identification :

pr2otg-l _ 4 :a:l;l
q

2p2=0 = q=22
2
i TS G e
lzqz q
La solution générale est donc de la forme :

1-p 2p
e w —_—
X@)=Az? - ( 20h7 2 )

v (2-p) (12)
Vérification des conditions aux limites
A déplacement nul & I'interface (z=h) :
ih 20;h
X(z=h) = 0=f>J,,1 e LB -r;

(2-p) B v, (2-p)

ol ; désigne la fréqucnce de vibration du mode i et r; est
la iéme racine de I'équation de Bessel :

v, (2-p)r;

JL‘ (r)=0 = o;= =

2p

Les fréquences de vibration de la couche du sol sont
" donc données par :

f= Ve (2'9)‘3
: 4rh (13)
@ contrainte de cisaillement nulle en surface libre :
lim G(z) X = 0: condition vérifiée
dz
270
® forme modale normalisée a 1'unité en surface libre :
p-l
2.
XO=1 = A= |22&P Ay
o hP? 2-p

4

ou I' désigne la fonction Gamma.

La solution générale s'écrit donc :
p-l

i -
v, (2- P o
X(z) = %@ rlyz?

® h?? 2-p

(14)
o2 a2
J Pl ( 2wh z 2 )
2p v, (2-p)

On définit V.., comme étant la vitesse de propagation
constante de I'onde de cisaillement d'un profil de sol équi-
valent qui donnerait les mémes fréquences de vibration f;
(équation 13). Soit :

. v, (2-p)r;
T r2il) (15

Soit 7y, la profondeur a laquelle 1a vitesse de propaga-
tion v(z) vaut Vaoq - En combinant (4) et (15), on obtient :
2
@px; | °
7(2i-1)

Zz

£ =

h

(16)

Pour une valeur de p donnée, on détermine pour les dif-
férents modes i, les valeurs correspondantes de %’1 2 par-
tir de I'abaque donné en figure 2. Ensuite, pour toute hau-
teur h du profil, on détermine Zeq qu'on introduit dans
1'équation :

v,
Vq ™ ;B?z— zzz

tion équivalente V... Enfin, ayant vy.q, on détermine la fré-
quence de vnbmuon du mode correspondant par la formule
donnant les fréquences de vibration d'une couche de sol de
hauteur h et de vitesse de propagation constante Vg,

pour déterminer la vitesse de propaga-

v
fi=(2i-l)—ﬂ
4h
0.6
] M, e 4
0.47
eg 1 Mode 5
N
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Figure 2 : Détermination des fréquences de vibration.
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5 CALCUL DE LA FONCTION D'AMPLIFICATION

L'équation de propagation dans le milieu 1 (Figure 3)
s'écrit :

a%u du
=2 lg @=L
alz oz o0z
u; surface libre
— -
A
) I L
Milieu 1
Uy P1a Vg h

N

substratum rocheux milieu 2

U2 Pp ¥y

Z

Figure 3 : Profil du sol : calcul de la fonction
d'amplification.

On a montré que la solution de cette équation dans le
cas ol la vitesse de propagation de l'onde de cisaillement
varie selon la loi (4), est donnée par 1'équation (14).

Dans le milieu 2 (substratum rocheux), le déplacement
est de la forme :

io)zlvr ' -imz/vr
u, (z)=A2e + A2 e
Conditions de continuité a l'interface substratum

rocheux-couche du sol :

@ continuité du déplacement : u; (h) = u, (0), on obtient
1'équation suivante :

Lp
i v, (2- il
Ay-Ay=iq| P r Lyn?
2p
<Ly 20h (18)
2-p Vl(2-p)
avec pl V:
v

La résolution du systéme d'équations (17) et (18) donne
les amplitudes A, et A,. La fonction d'amplification entre
la surface libre et I'affleurement rocheux est donnée par :

1

T o (00) & s
12 (@) A, +qB,

(19)

avec

)23
v, (2p) | *®
o h??

2wh )

(.__
A\ (21))

ig
1 2
F(—)h* 1]
; 5=

pl
Zp

Pl i
2p P

Wen|* 1,9y
2-

® h??

|- 2wh )

; v, (2-p)

1

2p

6 PRISE EN COMPTE DE L'AMORTISSEMENT

La prise en compte de l'amortissement peut se faire par
l'introduction d'un module de cisaillement complexe de la
forme :

Gy(z) = G;(1+42if) ou P désigne le coefficient
d'amortissement supposé constant avec la profondeur. Par
conséquent toutes les équations précédentes restent vala-
bles a condition de remplacer :

v, par v, v1+2ip

fi 1
; 2.p) | *? =
A+ Ay = M Z) rlyn?
o hP 2-p
(—20h_ 17)

x K i
21, vl (2 p)

® continuité de la contrainte de cisaillement :

g
§ 16
08
o 2 ! 6 3 o 12 14 16 18
Fréquence (Hz)
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Figure 4 : Comparaison du module de la fonction de transfert
donnée par SHAKE (*) et celle donnée par la métho-
de analytique (—).



7 EXEMPLE D'APPLICATION

L'exemple d'application est un profil de sol de 30m de
hauteur, de caractéristiques :

v(z) = 170.91 z!/4, soit v, = 400m/s
B=0.08, g = 0.46.

Le module de la fonction de transfert obtenu par cette
méthode est comparé en figure 4 au module de la fonction
de transfert donnée par le programme SHAKE [4]. On note
une parfaite cohérence des résultats obtenus.

8 CONCLUSION

La méthode présentée permet d'estimer & partir d'un
abaque les fréquences de vibration d'un profil de sol 2 stra-
tification horizontale et & caractéristiques géotechniques
variables avec la profondeur. Les paramétres de la loi de
variation de ces caractéristiques peuvent &tre obtenus a par-
tir d'un essai Cross-Hole ou a partir de la littérature pour
certains types de sol. La fonction de transfert du profil est
estimée analytiquement sans avoir recours a l'utilisation
d'un programme de propagation d'ondes. Cette fonction
permet de calculer I'amplification du mouvement sismique
en surface libre A partir de la connaissance des caractéristi-

ques sismiques au niveau du substratum rocheux. De
méme, a partir du mouvement sismique enregistré en géné-
ral en surface libre, elle permet par déconvolution de déter-
miner le mouvement 2 la base. Dans cet article, le profil de
sol mono-couche a été traité, il est évident que les résultats
peuvent facilement étre étendus aux multi-couches en véri-
fiant les conditions de continuité aux interfaces @
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